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Problema 1. Fie A = < a b
c d

pozitiv C' astfel incat max{|a,|, |b.|, |cal, |dn|} < C pentru orice numar natural nenul n, unde
cn dn )

a) Daci A e marginitd ardtati ci A? e marginita.

) € My(Z); spunem ca A e marginita daca exista un numar real

b) Fie A € My(Z) cu det(A) = 0; aritati ca existd A € Z astfel incat A% = AA. Aritati cd daci, in
plus, A e marginita atunci A" = A" pentru orice n > 2.

c) Fie B € My(Z) cu det(B) # 0. Aratati ca B este marginita daca si numai daca exista n € N*
astfel incat B™ = I, (unde I este matricea identitate).

d) Demonstrati ca, daca D € My(Z) este o matrice marginita, atunci multimea {D"|n € N*} are
cel mult 6 elemente.

Barem de punctaj pentru Problema 1:

AN OfICIU oo 10p
a) Sirurile {|agn|, |b2n|, |c2n], |d2n|} sunt subsiruri respectiv ale sirurilor {|a,|, |bal, |cnal, [dnl} - - . 10p
Finalizare ... .. o 10p
b) Demonstreaza existenta lui A (de exemplu, utilizand teorema Cayley-Hamilton) ............. 10p
A marginitd = X € {0, =1, 1} oo 10p
Finalizare ... .. . . 10p
¢) Justifica implicatia directa ....... ... 15p
Justifica implicatia INVETSA ... .. ... . 5p
d) Justificarea in cazul det(D) = 0 . ..o 5p
Determinarea posibililor coeficienti ai polinomului caracteristic ............... ... ... ... .. ... 10p

Finalizare .. ... ... 5p



Problema 2. Consideram multimile

M ={f:[0,1] = R |f este de doud ori derivabila, f” continua si f'(0) = f'(1) = f(0) =0, f(1) = 1},

1 1

N={g:[0,1]] =R g Continué,/g(x)dx = 0,/a:g(x)dx =1}

0 0
a) Fie a,b € R,a # 04l go:[0,1] = R, go(x) = ax + b. Determinati a si b astfel incat gy € N.
b) Demonstrati ca pentru orice g € N, functia f : [0,1] = R, f(x) = / (t — x)g(t)dt, apartine
0
lui M.

c) Fie f € M si k > 0 astfel incat |f”(z)| < k pentru orice z € [0,1]. Aratati ca pentru orice
xz € [0,1] avem |f'(x)| < kmin{z,1 — x} si apoi, utilizand eventual aceasta inegalitate, demonstrati
ca | f(z)| < §.

d) Demonstrati ca pentru orice f € M gi g € N exista xg,yo € [0,1] astfel incat |f"(zo)| > 4 si
9(yo)| = 4.

Barem de punctaj pentru Problema 2:

din OfICIU .o 10p
a) Determinarea conditiilor pentru a si b astfel incat gg € N. ... 10p
Determinarea a Si D .. ... 10p
b) Demonstrarea faptului ca f e derivabila i calculul lui f" ...... ... ... ... ... ... . 10p
Demonstrarea faptului ca f e de doua ori derivabila si calculul lui f” .......................... 10p
Verificarea celorlalte condifii ....... ... 10p
¢) Demonstrarea primei inegalitatl ...... ... .. 10p
Demonstrarea celei de-a doua inegalitati ........ ... ... 10p
d) Justificarea existentei lui zg ca Tn enunt ............ . 10p

Justificarea existentei lui yo ca n enunt . ... ... 10p



Problema 3. In interiorul triunghiului ABC se alege la intamplare punctul D. Paralelele duse prin
D la BC, C'A, respectiv AB intersecteaza laturile triunghiului in punctele P gi S, N si R, respectiv
M si Q (unde M, N € BC; P,Q € AC; R,S € AB).

Demonstrati ca:
a) suma perimetrelor triunghiurilor DM N, DPQ si DRS este egala cu perimetrul triunghiului ABC

b) daca D este centrul de greutate al triunghiului ABC atunci el este centru de greutate si al tri-
unghiului M PR,

¢) daca triunghiurile M PR si SNQ au acelagi centru de greutate, atunci acesta coincide cu D;

d) suma ariilor triunghiurilor DM N, DPQ si DRS este cel putin o treime din aria triunghiului ABC,
iar aria triunghiului M PR este cel mult egala cu o treime din aria triunghiului ABC'.

Barem de punctaj pentru Problema 3:

din OfICIU . 10p
a) Identificarea tuturor congruentelor de tipul : SD = BM ........... . i 10p
Finalizare .. ... . 10p
b) Caracterizarea vectoriala a centrului de greutate ............ ... . i 10p
Finalizare: D este centrul de greutate al triunghiului M PR ...... ... ... . . i i, 10p
¢) Scrierea unei relatii vectoriale in care apare centrul comun de greutate G gi punctul D....... 10p
Finalizare D = G ... 10p

d) Justificarea faptului ca triunghiurile DM N, QDP, RSD, ABC sunt asemenea si utilizarea relatjiei:

raportul ariilor este egal cu patratul raportului de asemanare ............. .. ... ... . L. 10p
Utilizarea unei inegalitati de tipul: 3(a® + b® + ¢?) > (a + b+ ¢)? si obtinerea concluziei despre suma
ATTL O .. 10p

Descompunerea triunghiului M PR in trei triunghiuri cu un varf in D si obtinerea concluziei despre
aria triunghiulul M PR ..o 10p



